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 الممخص:
تيدؼ ىذه الورقة البحثية الى تسميط الضوء حوؿ احد الموضوعات اليامة فى مجاؿ 

والمتمثمة فى توزيعات الخميط المحدودة باستخداـ خوارزميتى تقدير ، ىما : خوارزمية الاحصاء 
وخوارزمية تقدير بايز  Expectation Maximization (EM) Algorithmتعظيـ التوقع 

  The Rough-Enhanced-Bayes Mixture (REBMIX) algorithm المحسف التقريبى
مف خلاؿ بناء توزيع بواسوف المختمط بمكونيف وبثلاث بمكونات وبأربع مكونات ومف ثـ مقارنة 

ـ كؿ مف النتائج الخاصة بالتقدير والمستخرجة مف كمتا الخوارزميتيف عف طريؽ المحاكاه باستخدا
وقيوة لوغاريتن الاهكاى  Bayesian information criterion (BIC)معيار المعمومات البيزى 

Log likelihood (LL) وقد توصمت الدراسة الى أنو وبالنظر الى معايير المقارنة فإف .
تعطى نتائج أفضؿ فى التقدير مع كؿ  REBMIXالتقديرات المستخرجة باستخداـ خوارزمية 

 المختمفة لممحاكاة.الحالات 
 

لتوزيعات المختمطة المحدودة ، تقديرات الامكاف الأعظـ ، ، ا توزيع بواسوف الكممات المفتاحية :
 خوارزمية  تعظيـ التوقع ، خوارزمية تقدير بايز المحسف التقريبى ، المحاكاة.
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Abstract: 
This paper aims to shed light on one of the most important topic in 

statistics, this topic is could finite mixture distributions. By using two 

estimation algorithms, namely: The Expectation Maximization (EM) 

Algorithm and The Rough-Enhanced-Bayes Mixture (REBMIX) algorithm. 

By building a mixture distribution of Poisson with two, three, and four 

components. Then, the results of the estimation and extracted from both 

algorithms are compared by simulation using: Bayesian information 

criterion (BIC) and the value of the log-likelihood (LL). The study found 

that, The estimates extracted using the REBMIX algorithm give better 

results in the estimation with all the different cases of simulation. 

 

Keywords: Poisson Distribution, Finite Mixture Distributions, 

Maximum Likelihood Estimation, Expectation Maximization Algorithm, 

The Rough-Enhanced-Bayes Mixture Algorithm, Simulation. 
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 :Introductionالمقدمة  .1
 يدفعنا الى، القيـ الممثمة ليا  الشديد فى تفاوتالحجـ البيانات و  اف الزيادة الكبيرة فى 

فى المجتمع. وتعتبر نماذج  المشاىدالحاجة الى استخداـ طريقة معقولة لوصؼ عدـ التجانس غير 
تستخدـ و  ساساً لوصؼ خصائص تمؾ البيانات.أات المختمطة اسموب احصائى قوى يوفر التوزيع

روؼ بدقة واليدؼ ىو نمذجة مجتمعات ع  التوزيعات المختمطة المحدودة اذا كاف المجتمع الأصمى م  
وحيث  لمغاية.  كبيرةفرعية محدودة بشكؿ جيد ، لكف تكمفة الحصوؿ عمى كؿ منيا بصورة فرعية 

ونمذجة لتقدير الجيد ف افاوعميو  أف بيانات المطالبات التأمينية تتميز بالتفاوت الشديد فى قيميا ،
 .عمى الممتمكات يؤدى الى تسعير جيد لمتأميف المطالبات

فى محاولة البحث عف طريقة جديدة لتقدير  الورقة البحثيةياـ بيذه يتمثؿ الحافز الرئيسى لمقو 
عتمد عمى تقسيـ البيانات الى مجموعات يالمطالبات التأمينية عدد  توزيع المختمط لبياناتلمنموذج 

اعتماداً عمى التوزيع التقميدى  ذه البياناتمتجانسة ومف ثـ دراسة الخصائص الفردية الممثمة لي
نماذج المختمطة الوعة. اف الاجراء الأكثر شيوعا لموصوؿ الى الأمثمية عند تقدير الممثؿ لكؿ مجم

وىو اجراء  algorithm  Expectation Maximizatio(EM)المحدودة ىو استخداـ خوارزمية 
الورقة اليدؼ الرئيسي ليذه الا أف  ييدؼ الى الحصوؿ عمى اقصى قيمة لموغاريتـ الامكاف المتوقع.

 تأمينية تستند الى توزيعات خميطمحاولة بناء واقتراح نماذج جديدة لممطالبات ال يتمثؿ فى البحثية
. وتسعى الدراسة مف خلاؿ استخداـ التوزيعات المطالبات الفعميةعدد محدودة لمجموعة بيانات 
إف النماذج المبنية باستخداـ  الفرض القائؿ: "اثبات صحة أو خطأ المختمطة المحدودة الى 

تعطى نتائج أفضؿ مف  REBMIX_algorithmزيعات المختمطة والمقدرة باستخداـ طريقة التو 
عند  EM_algorithmالنماذج المبنية باستخداـ التوزيعات المختمطة اعتماداً عمى تقديرات طريقة 

 ."المتوقع اتالتقدير والتنبؤ بعدد المطالب
 The Poisson Distributionتوصيع بواسون  .2

يعتبر توزيع بواسوف احد أشير التوزيعات المتقطعة والتى تستخدـ لتمثيؿ عدد المطالبات 
 اً كبير   (n)كوف عدد المشاىدات يويصمح ىذا التوزيع لمحوادث النادرة الوقوع أي عندما التأمينية ، 

 :ةليذا التوزيع عمى الصور  pdfوتكوف دالة  حادث صغيرا جدا.الجدا بينما يكوف احتماؿ تحقؽ 
(Klugman & et al, 2012)   !  ,     0,1,2,...,xf x e x x   حيث تمثؿ  مقدار ثابت

0متوسط عدد الحوادث خلاؿ فترة زمنية محددة  يمثؿ   وe  مقدار ثابت يمثؿ لوغاريتـ
 .الاساس الطبيعى
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 Estimation in Finite Mixture Modelsتقذيش ومارج الخليط المحذود  .3

متعددة لمتقدير منيا ما يعتمد عمى العمميات التكرارية ومنيا ما  النماذج الخميط المحدود طرق   
مثؿ طريقة المسافة  يستخدـ الأسموب البيزى أو العزوـ أو مف خلاؿ تطبيؽ الأدوات الرسومية

سوؼ نتكمـ بايجاز عف التقدير  الورقة البحثية هفى ىذ. (Grün & Leisch, 2007) الصغرى
 Maximum Likelihoodتقديرات الإمكاف الأعظـ  باستخداـطريقة التقدير تمادا عمى اع

Estimations (MLE)  قصى توقع أوخوارزميةExpectation-Maximization (EM) 

Algorithm  مع طرح لفكرة استخداـ خوارزمية جديدة تتلاشى بعض مف عيوب تقديرات(EM) 

Algorithm  ىذه الخوارزمية ىى(REBMIX) Algorithm.   
 Maximum Likelihood Estimationتقدير الامكان الأعظم  .4

1بافتراض اف قيـ العينة     2{ , ,..., }nx x x  تمثؿ تغيرات عشوائية مستقمة لمبيانات الخاصة بتوزيع
العينة. بمعنى آخر، بيانات العينة ليا توزيع مشترؾ 

1 2( , ,..., )x nf x x x   مع المعممة 
 independent and identically متماثمةوبافتراض اف ىذه التغيرات مستقمة وموزعة بصورة 

distributed (iid)  (Ghojogh & et al, 2019)  :وباستخداـ قاعدة بايز ، حيث ، 
( ) ( )( , )

( )
( ) ( )

P B A P AP A B
P A B

P B P B
  

)حيث     )P A  ، يمثؿ الاحتماؿ القبمى( )P B  يمثؿ الاحتماؿ اليامشى ، بينما( )P B A  يمثؿ
)و  الاحتماؿ البعدى , )P A B  يمثؿ الاحتماؿ المشترؾ لكؿ مفA  وB. :مما سبؽ ، نجد أف 

1 2

1 2

1 2

( , ,..., ) ( )
( , ,..., )

( , ,..., )

x n

n

x n

f x x x
L x x x

f x x x

  
  

والتى لدييا  ىو ايجاد المعممة  MLEوحيث أف اليدؼ مف تطبيؽ تقدير الأمكاف الأعظـ    
 أكبر احتماؿ ممكف ، حيث: 

arg max ( )L


  

 مف التعريؼ السابؽ يمكف كتابة دالة الامكاف عمى الصورة:   
( )

1 2 1 2

1

( , ,..., ) ( , ,..., ; ) ( ; )

a
n

n n i

i

L x x x f x x x f x  


  

1( لأف القيـ aحيث يتـ وضع )    2{ , ,..., }nx x x  سبؽموزعة كما (iid) عمما بأف بعض .
)الأدبيات الأخرى تختصر الرمز السابؽ لمتعبير عف دالة الامكاف عمى الصورة  )L   وذلؾ

)الرمز  يستخدـايضا ، سوؼ  (Filho, 2008) لمتبسيط. )LL   لمتعبير عف لوغاريتـ دالة الامكاف
 :(Yen, Ismail, & Hamzah, 2014) وعميو ، تكوف قيمة لوغاريتـ دالة الامكاف عمى الصورة
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11

( ) log ( )  log ( ; )   log ( ; )
n n

i i

ii

LL L f x f x   


   

تالى الحصوؿ عمى افضؿ تقديرات لمنموذج ، الاقصى قيمة لدالة الامكاف وبولمحصوؿ عمى    
 نقوـ بمساواة المشتقة الأولى الجزئية لدالة الامكاف بالنسبة لممعممات بالصفر ، أى:

0
i

l







 

وبحؿ المعادلات المتكونة يمكننا مف خلاليا تقدير قيـ المعممات. وعند استخدامنا لمتوزيعات     
المختمطة ، تكوف الأمور اكثر تعقيدا ، حيث اف المعادلات المتكونو قد لا تكوف قابمة لمحؿ بصورة 

تكرارية مف تستخدـ عمميات ت بؿ يمزـ الاعتماد عمى تقنيا صريحة لمحصوؿ عمى المعممات 
 اجؿ الحصوؿ عمى قيمة عظمى لدالة الامكاف.

 EM Algorithmخوارزمية تعظيم التوقع  4.1
 Dempster, Laird and Rubin (1977)نشأت خوارزمية تعظيـ التوقع عمى يد 

(Dempster, Laird, & Rubin, 1977)عاما لا تزاؿ واحدة مف  ، اليوـ وبعد اكثر مف اربعيف
 ىذه الورقة البحثية. (Pani´c & et al, 2020) اىـ طرؽ التعرؼ عمى الانماط الاحصائية

تمثؿ خوارزمية و . (Peter & Jones, 2003) حاوؿ تقديـ شرح مختصر عف تمؾ الخوارزميةت
( طريقة عامة لإيجاد مقدرات الإمكاف الأعظـ فى حاؿ وجود قيـ مفقودة EMتعظيـ التوقع )

Missing Values  أو متغيرات كامنةLatent Variable (Filho, 2008) ففى بعض .
الاحياف لا يمكف مشاىدة البيانات بصورة كاممة ، بمعنى آخر، البيانات تكوف مكتممة. ومثاؿ عمى 

لـ يتـ تسجيؿ بيانات حوؿ شدة المرض وانما  حيثبيانات حوؿ مرض معيف ،  جمعذلؾ بافتراض 
تمثؿ عدـ تسجيؿ وجود أو عدـ وجود المرض. اى أف التعبير ىنا عف البيانات اما بصفر والتى 

توافر الظاىرة أو قيمة أكبر مف الصفر فى حاؿ توافر الظاىرة. مف ىنا نجد أف البيانات لا تعطينا 
0xصورة كاممة حوؿ الظاىرة حيث انو عندما تكوف قيمة    5فإننا لا نعرؼ بالتحديد ىؿ تساوى 

بشكؿ مباشر لأننا فى ىذه الحالة لا نممؾ  MLE. فى تمؾ الحالة لا يمكننا تطبيؽ 100أـ تساوى 
 وتنقسـ. Missing Valuesتالى توجد بعض القيـ المفقودة المعمومات كاممة حوؿ الظاىرة وب

: E-Step الخطوة الأولى .(Chris & Raftery, 2017) الى خطوتيف رئيسيتيف EMخوارزمية 
يتـ اخذ التوقع الخاص بموغاريتـ  حيثتيدؼ الى الحصوؿ عمى القيمة المتوقعة لمعادلة الامكاف و 

) المفقودة قيـمل متوسطةمف أجؿ الحصوؿ عمى تقديرات . الامكاف )MissD وبافتراض أف .( )Q  
)رمز الى توقع الامكاف وذلؾ فيما يتعمؽ بقيـ ت )MissD :حيث 

 ( ) ( ) ,
( ) Miss obsD D

Q E LL


    
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)أف ىذا التوقع مشروط بكؿ مف  يتبيفمف التوقع السابؽ  )
,

obs
D  ىنا  الذا يتـ التعامؿ معي

،  MLE: تعتمد عمى استخداـ منيجية M_Stepالخطوة الثانية اما  كثوابت وليست متغيرات.
maxحيث يتـ استبداؿ لوغاريتـ الامكاف بالتوقع ، بمعنى أخر استبداؿ المقدار  ( )L



  المعادلةفى: 
arg max ( )Q



  

  .المعممات المقدرة حوؿ الى تقارب  يتـ الوصوؿوباعادة انتاج الخطوتيف السابقتيف بشكؿ متكرر 
  المختلطت توصيعاثتقذيش معلماث ال .5

صوؿ عمى قيـ لمعممات ىذا التوزيع. لتوضيح حاف اليدؼ مف تكويف توزيع خميط مناسب ىو ال
ذلؾ رياضيا ، وبالنظر الى توزيعات الخميط لمكونيف وبافتراض اف دالتى كثافة الاحتماؿ لممكونيف 

1ىما  1( ; )g x  2و 2( ; )g x   مع ملاحظة اف كلا التوزيعيف ليسا بالضرورة ينتمياف الى نفس
 ,Fraley & Raftery) عائمة. وعميو نجد اف دالة الكثافة الاحتمالية لخميط مكوف مف توزيعيف ىوال

2002): 
 

2

1 2 1 1 2 2

1

( ; ) ( ; , ) ( ; ) 1 ( ; )i i

i

f x w g x wg x w g x    


    

1w,حيث تمثؿ ) w نسبة الخميط لكؿ مكوف مف المكونيف السابقيف عمى الترتيب حيث تعبر )
w  عف معممة الخميطMixing Probability ساوى الواحد ي. عمما باف مجموع النسبتيف يجب اف

كيفية ايجاد التوزيعات المختمطة لتوزيع مكوف مف خميط مف  يتـ شرحالصحيح. والاف سوؼ 
 ,.Frempong & et al) توزيعيف. ويمكف كتابة كؿ مف دالة الامكاف لمخميط عمى الصورة

2017) : 
       

( )

1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

1 1

, , ,..., ; , ; , ( ; ) 1 ( ; )
n na

n i i i

i i

L f x x x f x wg x w g x       
 

     

1( لأف القيـ aمع ملاحظة انو تـ وضع ) 2{ , ,..., }nx x x  موزعة بصورة مستقمة ومتماثمة(iid). 
 ومنيا ، يصبح لوغاريتـ دالة الامكاف عمى الصورة:

 1 2 1 1 2 2

1

( , ) log ( ; ) 1 ( ; )
n

i i

i

LL wg x w g x   


     

ى فبسبب وجود عمميات جمع داخؿ الموغاريتـ ، فمف الصعب ايجاد الامثمية لموغاريتـ دالة الامكاف 
 ، لذا يتـ عمؿ التقسيـ التالى: (Fraley & Raftery, 2002)المعادلة 

1 1

2 2

1              ( ; )

0              ( ; )

i i

i

i i

if x belongs to g x

if x belongs to g x






  



 

 مما سبؽ يمكف الحصوؿ عمى احتماؿ اف تنتمى المشاىدة الى احدى التوزيعيف ، وفقا لما يمى:
( 1)

( 0) 1

i

i

P w

P w

  


   
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 ومف ثـ فإف لوغاريتـ الامكاف يمكف كتابتو عمى الصورة:
 

 

1 1

1

1 2

2 2

1

log ( ; )         1

( , )

log 1 ( ; )         0

n

i i

i

n

i i

i

wg x if

LL

w g x if



 








 


 
     





 

 ويمكف اعادة كتابة المعادلة السابقة عمى النحو التالى:
   1 2 1 1 2 2

1

( , ) log ( ; ) (1 )log 1 ( ; )
n

i i i i

i

LL wg x w g x   


         

لكؿ  0أو  1عف المعمومات غير الكاممة )المفقودة( والتى تأخذ القيمتيف  iحيث يعبر الرمز 
تمكننا مف محاولة تقدير  EM. وبالتالى فإف استخداـ خوارزمية ixمشاىدة مف المشاىدات 

والخاصة بػػ  EMالمعممات اعتمادا عمى التوقع ، وعندىا نجد انو فى الخطوة الأولى فى خوارزمية 
E-Step :يمكف كتابتيا عمى الصورة 

       1 2 1 2 1 1 1 2 2 2

1

, , , log ( ; ) 1 , , log 1 ( ; )
n

i i i i

i

Q E X wg x E X w g x       


               

، لذا تـ اخذ الموغاريتميف. ولحساب الخطوة  iوحيث أف التغيرات السابقة خطية فيما يتعمؽ بػ 
بفرض أف  E-Stepالأولى لخوارزمية تعظيـ التوقع 

1 2, ,i iE X       حيث ،i  تسمى
 ,Fraley & Raftery) او ما يطؽ عمييا الوزف النسبى لكؿ توزيع ixلػ   Responsibilityدالة 

 فإف:  {0,1}يأخذ احدى قيمتيف  i. وبما أف (2002
 1 2 1 1 1 2 1 2

1 2

, , log ( ; ) 0 ( 0 , , ) 1 ( 1 , , )

                                                      ( 1 , , )

i i i i

i

E X wg x P X P X

P X

      

 

          

  

 

 يكوف لدينا الشكؿ التالى:  وبالتعويض
1 21 2

1 2 1

1 2
1 2

0

( , , 1) ( 1)( , , , 1)
( 1 , , )   

( ; , )
( , , 1) ( )

i ii
i

i i

j

P X PP X
P X

P X
P X P j

  
 

 
 



    
   

   

 

 ,.Ng & et al) أو ما تسمى دالة الاحتماؿ البعدى  Responsibilityمف ىنا يمكف ايجاد دالة 
 عمى الصورة: ، (2019

1 1

1 1 2 2

( ; )

( ; ) (1 ) ( ; )

i
i

i i

wg x

wg x w g x




 


 
 

 ويكوف التوقع عمى الصورة:
       1 2 1 1 2 2

1

, log log ( ; ) 1 log 1 1 log ( ; )
n

i i i i i i

i

Q w g x w g x       


         

 ، نجد أف: M-Stepوبتطبيؽ الخطوة الثانية 
 

1 2

1 2 1 2
, ,

, , arg max , ,
w

w Q w
 

    
 وبايجاد المشتقة الأولى لدالة التوقع ومساوتيا بالصفر ، نلاحظ ما يمى:
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1 1

11 1 1 1

( ; )
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Q g x

g x

 

  

  
  

  

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 

  

  
  

  


 

 
1 1

1 1 1
1 0

1

n nset

i i i

i i

Q
w

w w w n
  

 

      
              
  

لكؿ  تقديراتحصوؿ عمى يتـ ال الثلاث السابقةبصورة تكرارية وصولا الى التقاربوبحؿ المعادلات 
 مف 1 2, ,w . 

 Mixture of Two Poissonخليط مه توصيعى بواسون  4.1

بيانات تمثؿ عدد مرات تكرار حادث خلاؿ فترة سرياف وثيقة التأميف وأنو بافتراض اف لدينا 
يمكف التعبير عف عدد مرات تكرار الحادث باستخداـ توزيع مختمط مكوف مف توزيعى بواسوف ، 

 وأف دالتى كثافة احتماؿ لكلا التوزيعيف بمعممتيف مختمفتيف حيث :
   

1 2

1 2
1 1 2 2;         ,      ;

! !

i ix x

i

i i

e e
g x g x

x x

  
 

 

  

 وباستخداـ المعادلة السابقة يمكف اعادة كتابة دالة كثافة الاحتماؿ لمتوزيع المختمط عمى الصورة: 
   
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                           وعميو فإف:
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 مف ىنا يمكف ايجاد دالة التوقع لمتوزيع:
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 :يمكف الحصوؿ عمى تقديرات لممعمماتوباستخداـ المشتقة الأولى لمتوقع ومساواتيا بالصفر 
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 وبالمثؿ نجد اف:
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وبتالى  لمكونيف EMوبحؿ المعادلات السابقة بصورة تكرارية باستخداـ خطوات بناء خوارزمية 
الحصوؿ عمى تقديرات لػ  1 2, ,w   . 

 
 



 2021 إبشيل – الثاويالعذد  –( 22المدلذ ) – مدلت البحوث الماليت والتداسيت

457 
 

 Mixture of Several Poisson خليط مه عذة توصيعاث لبواسون 4.4
،  (Ghojogh & et al, 2019) يمكف كتابة كثافة الخميطباستخداـ دالة كثافة الاحتماؿ لبواسوف 

 :عمى الصورة
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f w
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 وبالتالى فإف الاحتماؿ البعدى يكوف عمى الصورة:
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 وبالتالى نجد أف دالة التوقع تكوف عمى الصورة:
        1 , ,

1 1
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 والذى يعتمد عمى معامؿ لاجرانج نجد أف:  Lagrangianوباضافة المقدار 
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 و يمكف تقدير المعممات عف طريؽ ايجاد المشتقة الأولى لموغاريتـ دالة الامكاف عمى الصورة:
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وبحؿ المعادلة السابقة بصورة تكرارية مع معادلة الأوزاف يمكف الحصوؿ عمى تقديرات لممعممات 
 1 1,..., , ,...,K kw w . 

 :REBMIXخواسصميت  .6

بيدؼ تجنب  Nagode and Fajdiga (1998)ظيرت ىذه الخوارزمية عمى يد كؿ مف 
حيث يتطمب منيج . EM (Nagode, 2013) بعض العيوب التى ظيرت مع استخداـ طريقة

فى حؿ معادلة الامكاف ، وعميو يمكف تقدير  EM الخميط المحدود الكلاسيكى استخداـ خوارزمية
 EMجميع المعممات غير المعروفة فى نموذج الخميط بصورة تكرارية وبالتالى تضمف خوارزمية 

أى  The Likelihood Increase Monotonicallyكؿ رتيب اف قيمة الامكاف تزداد ولكف بش

. أيضا، فبدلا مف تحديد عدد (Nagode & Fajdiga, 2011) لا يتغير تقريباعلي وتيرة واحدة و
 Inputالمكونات والتخمينات الأولية لأوزاف المكونات والمعممات ، تضمف معممة الإدخاؿ 

parameter  لخوارزميةREBMIX -  والتى تعتبر ايضا بمثابة معممات تمييدSmoothing 

Parameter –  اجراء تقديرات لمكثافات التجريبية بصورة اكثر دقة مف خوارزميةEM.  ، مف ىنا
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 & Panić) (Nagode , 2013) فى النقاط التالية EMيمكف تمخيص عيوب استخداـ خوارزمية 
at el., 2020): 

 الى أقصى قيمة محمية لدالة الامكاف بصورة كبيرة. EMتتقارب خوارزمية  .أ 
غالبا ما يكوف ىناؾ العديد مف الحموؿ المثمى المحتممة بالقرب مف الحموؿ التى تـ الحصوؿ  .ب 

 عمييا باستخداـ التخميف الأولى لمحؿ.
معايير اختيار النموذج انو يمكف الحصوؿ عمى حؿ أمثؿ عاـ لموغاريتـ تفترض فى الغالب  .ج 

 الامكاف ، الا أف تحقيؽ ذلؾ يعد امراً صعباً مف الناحية الحسابية.دالة 
لا تحتوى بعض مناطؽ البحث عمى حموؿ واعدة محتممة ومف ثـ يتـ اىدار مزيد مف الوقت  .د 

 فى البحث عف الحؿ الأمثؿ فى المناطؽ غير الواعدة حسابياً.
غير المعرفة يتـ تقديرىا  مف ىنا يمكف تمخيص ىذه العيوب فى أف مجموعة المعممات الكاممة

، ومف ثـ فإنو  EMفى وقت واحد فى كؿ خطوه مف خطوات التكرار عند استخداـ خوارزمية 
يترتب عمى ذلؾ احتماؿ حدوث تعظيـ محمى زائؼ اذا زاد عدد المكونات أو عدد الأبعاد. ويحسب 

حمى زائؼ عمى العدد احتماؿ التعظيـ المحمى الزائؼ مف خلاؿ قسمة عدد التقديرات بدوف تعظيـ م
 .(Nagode & Fajdiga, 2011) الاجمالى لمتقديرات
 اجراء عددى تكرارى يعتمد عمى مجموعة مف الخطوات ، ىى: REBMIXوتعتبر خوارزمية 

لمجموعة البيانات المشاىدة ، ولعؿ مف اشير  Empirical densitiesتحديد كثافات تجريبية  -1
 Parzen windowتمؾ الطرؽ استخداـ مدخؿ الرسـ البيانى وخاصة المدرج التكرارى أو نافذة 

 .K-nearest neighbor approach أو منيج الجار الأقرب
 .Global Mode العاـ شكؿ النمطبناء عمى ىذه الكثافات التجريبية يمكف تصور  -2
 Theبمجرد معرفة النمط العاـ وكثافتو التجريبية ، يمكف تقدير معممات المكوف التقريبية  -3

Rough component parameters .لكثافات المكوف التنبؤية 
يتـ تجميع المشاىدات فى مجموعتيف فرعيتيف بصورة تدريجية ، المجموعة الأولى مرتبطة  -4

التنبؤية والأخرى تمثؿ البواقى ، وىى المشاىدات التى تنتمى الى بقية المكونات.  بكثافة المكوف
 ومف ثـ يتـ تقدير وزف الخميط لكثافة المكوف التنبؤية.

 The convergenceيتـ تكرار الخطوتيف الثالثة والرابعة حتى يتـ استيفاء معيار التقارب  -5

criterion  ثـ يتـ الوصوؿ الى تقدير محسف لمعممة المكوف وكذلؾ اوزاف المكونات اعتمادا ،
 .MLEعمى طريقة 
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يتـ تكرار الخطوات مف الثانية وحتى الخامسة بشكؿ تكرارى حتى يتـ تحسيف معيار المعمومات  -6
وبذلؾ يتـ تحديد عدد المكونات ومعممات الخميط  Information Criterionالمعمومات 

 وأوزاف الخمط.
ة قاعدة اخيرا، يتـ توزيع المشاىدات المتبقية والتى تمثؿ البواقى بيف المكونات الموجودة بواسط -7

 ، ومف ثـ ضبط معممات الخميط المحدود بدقة. Bayes ruleبايز 
وخوارزمية  EMمف العرض السابؽ ، يظير أحد أىـ الفروؽ الواضحة بيف خوارزمية 

REBMIX  وىى أف معممات المكوف وأوزاف الخميط وعدد المكونات تتحدد فى خوارزمية
REBMIX  ميةعمى التوالى وليست بصورة آنية مثؿ خوارز EM  . 

 عدد المكونات غير موجود اذا زاديعتبر ظيـ محمى زائؼ ومف ثـ فإف احتماؿ حدوث تع
(Nagode & Fajdiga, 2011). 

 دساست المحاكاة: .7

فى عممية  R i386 4.0.3باصدار  Rاعتمدت ىذه الورقة البحثية عمى استخداـ حزـ برنامج 
المحاكاة. اف عممية المحاكاة ىذه تيدؼ الى التحقؽ مف صحة تقديرات المعممات لتوزيعات بواسوف 
المختمطة محؿ الدراسة. فى ىذه الدراسة تـ استخداـ كؿ مف لوغاريتـ الامكاف السالب ومعيار 

اف المطمقة اكبر ما المعمومات البيزى كمعيارى مقارنة رئيسييف حيث كمما كانت قيمة لوغاريتـ الامك
 Bayesianيمكف دؿ ذلؾ عمى كفاءة المقدرات ، أيضا فإف معيار المعمومات البيزى 

information criterion (BIC)  والذى يطمؽ عميو احيانا معيار شوارتزSchwarz 

criterion (also SBC, SBIC)  مف المعايير المطبقة فى اختيار النموذج الأفضؿ مف بيف
نماذج ، حيث يعتمد جزئيا عمى دالة الامكاف ، كما أنو وثيؽ الصمة بمعيار مجموعة مف ال

، أيضا فقد تـ تفضيؿ استخداـ  Akaike information criterion (AIC)المعمومات لأكايكى 
او ما  The penalty termمعيار المعمومات البيزى عف معيار المعمومات لأكايكى لأف فترة 

ى معيار المعمومات البيزى عنيا فى معيار أكايكى وبالتالى فجودة نتائجو تسمى بفترة الجزاء أكبر ف
ايضا، فالصيغة الحسابية لمعيار المعمومات البيزى تعتمد عمى حساب  .(2021 ,……) أفضؿ

 الجزاء أو العقوبة باستخداـ لوغاريتـ الامكاف ، حيث تأخذ العقوبة الشكؿ التالى:
   max2log log( )dim( )BIC M likelihood M n M   

 nعف عدد المعممات المقدرة فى النموذج ، و  dim(M)عف النموذج ، و  Mحيث يعبر 
 BIC. كذلؾ ، فإف قيمة BICتمثؿ حجـ العينة  ، ويتـ اختيار النموذج الذى يعطى أكبر قيمة لػ 

8nطالما أف حجـ العينة  AICتكوف أفضؿ مف   (Claeskens & Hjort, 2008). 
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 تصميم المحاكاي: .8
تتـ عممية المحاكاة باستخداـ بيانات افتراضية حوؿ أعداد المطالبات المتوقعو لفرع مف فروع 

مفردة بنسب  2500و  1500و  500التأميف عمى الممتمكات مف أحجاـ مختمفة مف العينات وىى 
مفترضة  kويتـ تكويف توزيعات مختمطة محدودة متماثمة مف عدد مف المكونات  تمثيؿ مختمفة.

 :لمجدوؿ التالىوفقا  المحاكاهعرض توزيعات الخميط  ويمكف. k=2,3,4لمدراسة ، حيث 
 تكرار الخسارةبواسوف لتوزيعات الخميط المولدة لعممية المحاكاه بالنسبة لتوزيعات (: 1جدوؿ )

 المعممات لخميطتوزيعات ا عدد المكونات
2 Poisson 1 2, ,w   

3 Poisson 1 2 1 2 3, , , ,w w    

4 Poisson 1 2 3 1 2 3 4, , , , , ,w w w     

 أيضا تتـ عممية المحاكاه مع افتراض أف اوزاف لمخميط عمى ثلاث حالات للأوزاف ، ىي:
 (: اوزاف الخميط الخاصة بنسب المكونات2جدوؿ )

 متقاربة متساوية متفاوتو
1 20.2, 0.8w w  1 2 0.5w w  1 20.4, 0.6w w  

1 2 30.1, 0.3, 0.6w w w   1 2 3 0.333w w w   1 2 30.25, 0.3, 0.45w w w   

 1 2 3 40.1, 0.3, 0.5, 0.1w w w w         1 2 3 4 0.25w w w w    1 2 3 40.2, 0.3, 0.3, 0.2w w w w    

كذلؾ ، تـ افتراض قيماً تقريبية لممعممات الحقيقية مف خلاؿ النظر الى طبيعة بيانات 
 ، حيث كانت النسب لتوزيعات الخميط وفقا لمجدوؿ التالي:  المطالبة التأمينية

 توزيعات الخميط المولدة لعممية المحاكاه (: القيـ الفعمية لممعممات ل3جدوؿ )
 معممات المكونات توزيعات الخميط

Poisson(2) 1 22, 0.5   

Poisson(3) 
1 2 32.5, 1.5, 0.5     

Poisson(4) 
1 2 3 43.5, 2.5, 1, 0.5       

 وتائح المحاكاي لتوصيعاث بواسون المختلطت: .9
تمت عممية المحاكاه باستخداـ توزيع بواسوف ، ومف ثـ حصمنا عمى تقديرات لمعممات 

حيث تـ فرض قيد عمى عدد التكرارات  REBMIXو  EMالنموذج باستخداـ كؿ مف خوارزميتى 
بحث يكوف عدد التكرارات مساوى لحجـ العينة كما تـ التحقؽ مف التقارب بوضع قيد عمى عممية 

، كما أف  410ؼ الاختبار اذا كانت الفروؽ بيف التقديرات المتتالية اقؿ مف التقارب بحيث يتوق
ثوثلت في استخدام  REBMIXالطريقة المتبعة في مرحمة ما قبؿ المعالجة بالنسبة لخوارزمية 

 لية:ويمكف عرض النتائج التى تـ التوصؿ الييا الدراسة ، بالجداوؿ التا ، histogramهدخل 
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 مفردة )500((: نتائج المحاكاه لتقدير خميط مف توزيع بواسوف بحجـ عينة 4جدوؿ )
خوارزمية  k الخميط

 التقدير
التقديرات )اوزان  المعممات الفعمية

 متفاوته(
LL BIC  التقديرات )اوزان

 متساوية(
LL BIC  التقديرات

 )اوزان متقاربة(
LL BIC 

P
o

is
so

n
 

2 

 1 20.2, 0.8w w 
 1 2 0.5w w 

 1 20.4, 0.6w w 
 

E
M

 

1w 0.2864 

-6
2
1

.3
7

3
9

 

1
2

6
1

.3
9
2

 

0.6254 

-7
6
6

.4
7

1
8

 

1
5

5
1

.5
8
7

 
0.5412 

-7
2
7

.4
0

1
1

 

1
4

7
3

.4
4
6

 

1 2  1.7794 1.8652 1.7903 

2 0.5  0.4293 0.3032 0.3642 

R
E

B
M

IX
 

1w 0.3912 

-6
2
1

.6
6

2
8

 

1
2

6
1

.9
6
9

 

0.619 

-7
6
6

.4
8

6
5

 

1
5

5
1

.6
1
7

 

0.997 

-7
4
5

.7
3

1
6

 

1
5

1
0

.1
0
7

 

1 2  1.563 1.8686 1.1175 

2 0.5  0.3359 0.3241 72036 

3 

 1 2 30.1, 0.3, 0.6w w w   
1 2 3 0.333w w w   

1 2 30.25, 0.35, 0.4w w w   

E
M

 

1w
 

0.2535 

-6
7
6

.4
0

1
9

 

1
3

8
3

.8
7
7

 

0.4262 

-8
0
5

.2
0

1
7

 

1
6

4
1

.4
7
7

 

0.3589 

-7
7
3

.7
1

1
3

 

1
5

7
8

.4
9
6

 

2w 0.249 0.3994 0.3734 

1 2.5  1.803 1.8059 1.9904 

2 1.5  1.0848 1.7809 1.4452 

3 0.5 
 0.5565 0.1201 0.3435 

R
E

B
M

IX
 

1w
 

0.7767 

-6
7
7

.6
4

4
 1

3
8
6

.3
6
1

 

0.8617 

-8
0
6

.0
0

5
7

 

1
6

4
3

.0
8
4

 

0.7804 

-7
7
3

.9
9

8
3

 

1
5

7
9

.0
7

 

2w 0.2161 0.1117 0.201 

1 2.5  1.1859 1.6244 1.7561 

2 1.5  0.2207 0.019 0.2151 

3 0.5 
 

4.8793 3.761 3.9039 

4 

 1 2 3 40.1, 0.3, 0.5, 0.1w w w w   
 1 2 3 4 0.25w w w w    

1 2 3 40.2, 0.3, 0.3, 0.2w w w w    

E
M

 
1w 0.253 

-8
5
7

.0
8

4
4

 

1
7

5
7

.6
7
1

 

0.3209 

-9
1
3

.6
8

9
9

 

1
8

7
0

.8
8
2

 

0.3007 

-9
0
7

.4
4

8
4

 

1
8

5
8

.3
9
9

 

2w 0.1999 0.2335 0.2724 

3w
 

0.3308 0.2321 0.2287 

1 3.5  3.0881 3.2067 3.2534 

2 2.5  2.1111 2.6606 2.3651 

3 1 
 

0.8532 0.5573 0.60466 

4 0.5 
 

0.8525 0.5363 0.5604 

R
E

B
M

IX
 

1w
 

0.7289 

-8
6
0

.8
2

3
1

 

1
7

6
5

.1
4
8

 

0.7117 

-9
2
2

.2
2

7
2

 

1
8

8
7

.9
5
7

 

0.7412 

-9
1
4

.3
6

6
 1

8
7
2

.2
3
4

 

2w 0.005 0.0042 0.0043 

3w
 

0.2384 0.135 0.1164 

1 3.5  1.9483 1.63 1.6152 

2 2.5  8.4491 9.31 9.3022 

3 1 
 

0.2928 0.0097 0.0162 

4 0.5 
 

4.9933 4.6406 4.5852 
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 مفردة )1500((: نتائج المحاكاه لتقدير خميط مف توزيع بواسوف بحجـ عينة 5جدوؿ )
خوارزمية  k الخميط

 التقدير
 التقديرات المعممات الفعمية

 (اوزان متفاوته)
LL BIC التقديرات 

 (متساويةاوزان )
LL BIC التقديرات 

 (متقاربةاوزان )
LL BIC 

P
o

is
so

n
 

2 

 1 20.2, 0.8w w  1 2 0.5w w  1 20.4, 0.6w w  

E
M

 

1w 0.2169 

-1
8
1
5
.2

7
7

 

3
6
5
2
.4

9
5

 

0.498 

-2
2
5
5
.7

3
3

 

4
5
3
3
.4

0
6

 
0.4324 

-2
1
2
9
.9

9
9

 

4
2
8
1
.9

3
7

 

1 2  1.8405 1.966 1.8812 

2 0.5  0.488 0.5091 0.472 

R
E

B
M

I

X
 

1w 0.4512 

-1
8
2

0
.5

8
7

 

3
6
6
3

.1
1
4

 

0.5762 

-2
2
5

7
.8

7
 

4
5
3
7

.6
7
9

 

0.6344 

-2
1
3

3
.5

1
3

 

4
2
8
8

.9
6
5

 

1 2  1.4056 1.8859 1.5729 

2 0.5  0.2681 0.3493 0.2282 

3 

 1 2 30.1, 0.3, 0.6w w w   
1 2 3 0.333w w w   

1 2 30.25, 0.35, 0.4w w w   

E
M

 

1w 0.3412 

-2
0
2

6
.1

6
2

 

4
0
8
8

.8
9

 
0.3306 

-2
4
1

8
.5

1
1

 

4
8
7
3

.5
8
9

 

0.2755 

-2
3
2

0
.9

3
7

 

4
6
7
8

.4
4

 

2w 0.2041 0.2887 0.2428 

1 2.5  1.8497 2.1911 2.0719 

2 1.5  0.5426 1.8738 1.9797 

3 0.5  0.5185 0.5378 0.5614 

R
E

B
M

IX
 

1w 0.5913 

-2
0
3

2
.3

7
4

 

4
1
0
1

.3
1
5

 

0.66169 

-2
4
1

9
.1

5
2

 

4
8
7
4

.8
7
1

 

0.5926 

-2
3
2

2
.0

0
8

 

4
6
8
0

.5
8
2

 

2w 0.4052 0.3305 0.4065 

1 2.5  1.4741 1.9508 1.9267 

2 1.5  0.2155 0.4328 0.4256 

3 0.5  5.2376 4.7262 7.7499 

4 

 1 2 3 40.1, 0.3, 0.5, 0.1w w w w   
 1 2 3 4 0.25w w w w    

1 2 3 40.2, 0.3, 0.3, 0.2w w w w    

E
M

 
1w 0.147 

-2
0
2

6
.1

6
2

 

4
1
0
3

.5
1
6

 

0.2568 

-2
4
1

8
.4

9
2

 

4
8
8
8

.1
7
6

 

0.2290 

-2
3
2

0
.9

3
8

 

4
6
9
3

.0
6
9

 

2w 0.195 0.3017 0.2863 

3w 0.3398 0.2543 0.2610 

1 3.5  1.8586 2.1162 2.0424 

2 2.5  1.8399 2.1128 2.0262 

3 1  0.5287 0.8651 0.5226 

4 0.5  0.5205 0.3694 0.5205 

R
E

B
M

IX
 

1w 0.5962 

-2
0
3

4
.4

3
3

 

4
1
2
0

.0
5
8

 

0.6719 

-2
4
1

9
.3

5
7

 

4
8
8
9

.9
0
6

 

0.5871 

-2
3
2

2
.0

2
1

 

4
6
9
5

.2
3
5

 

2w 0.393 0.318 0.4065 

3w 0.0038 0.006 0.0009 

1 3.5  1.4752 1.9523 1.9341 

2 2.5  0.181 0.3911 0.4255 

3 1  5.1468 4.6854 7.7499 

4 0.5  1 1.4248 1.1367 
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 مفردة )2500((: نتائج المحاكاه لتقدير خميط مف توزيع بواسوف بحجـ عينة 6جدوؿ )
خوارزمية  k الخميط

 التقدير
 التقديرات المعممات الفعمية

 (اوزان متفاوته)
LL BIC التقديرات 

 (متساويةاوزان )
LL BIC التقديرات 

 (متقاربةاوزان )
LL BIC 

P
o

is
so

n
 

2 

 1 20.2, 0.8w w  1 2 0.5w w  1 20.4, 0.6w w  

E
M

 

1w 0.3687 

-3
0
9

2
.0

8
1

 

6
2
0
7

.6
3
4

 

0.5525 

-3
8
0

6
.2

6
 7

6
3
5

.9
9
2

 
0.4878 

-3
6
2

4
.8

6
4

 

7
2
7
3

.2
 

1 2  1.525 1.9285 1.8563 

2 0.5  0.4014 0.4722 0.4494 

R
E

B
M

I

X
 

1w 0.9996 

-3
1
5

1
.3

9
1

 

6
3
2
6

.2
5
5

 

0.6285 

-3
8
1

0
.4

5
9

 

7
6
4
4

.3
8
9

 

0.4783 

-3
6
2

5
.9

8
9

 

7
2
7
5

.4
5

 

1 2  0.8129 1.8562 1.9145 

2 0.5  8 0.2965 0.4216 

3 

 1 2 30.1, 0.3, 0.6w w w   
1 2 3 0.333w w w   

1 2 30.25, 0.35, 0.4w w w   

E
M

 

1w 0.217 

-3
4
3

9
.5

 6
9
1
8

.1
2
1

 
0.3576 

-4
0
9

7
.4

8
9

 

8
2
3
4

.0
9
8

 

0.2952 

-3
9
3

7
.4

8
7

 

7
9
1
4

.0
9
4

 

2w 0.2362 0.2939 0.2471 

1 2.5  1.7376 2.1245 2.0851 

2 1.5  1.6194 2.0627 2.073 

3 0.5  0.4807 0.4545 0.5484 

R
E

B
M

IX
 

1w 0.3302 

-3
4
4

1
.2

8
6

 

6
9
2
1

.6
9
2

 

0.5034 

-4
1
0

1
.6

0
3

 

8
2
4
2

.3
2
6

 

0.4271 

-3
9
4

1
.0

9
4

 

7
9
2
1

.3
0
7

 

2w 0.6696 0.4966 0.5727 

1 2.5  1.9375 2.3619 2.3525 

2 1.5  0.5696 0.6742 0.651 

3 0.5  8 9 9 

4 

 1 2 3 40.1, 0.3, 0.5, 0.1w w w w   
 1 2 3 4 0.25w w w w    

1 2 3 40.2, 0.3, 0.3, 0.2w w w w    

E
M

 
1w 0.1746 

-3
4
3

9
.5

0
1

 

6
9
3
3

.7
7
1

 

0.3055 

-4
0
9

7
.4

9
 8

2
4
9

.7
4
9

 

0.2464 

-3
9
3

7
.4

8
8

 

7
9
2
9

.7
4
4

 

2w 0.2728 0.345 0.2954 

3w 0.2827 0.1545 0.2426 

1 3.5  1.6915 2.098 2.0808 

2 2.5  1.6798 2.098 2.0802 

3 1  0.524 0.4959 0.5585 

4 0.5  0.4465 0.426 0.5387 

R
E

B
M

IX
 

1w 0.323 

-3
4
4

1
.4

6
9

 

6
9
3
7

.7
0
7

 

0.4864 

-4
1
0

1
.7

0
8

 

8
2
5
8

.1
8
4

 

0.4011 

-3
9
4

1
.1

7
7

 

7
9
3
7

.1
2
2

 

2w 0.6745 0.4966 0.5946 

3w 0.0002 7.5e-05 0.0001 

1 3.5  1.9671 2.3494 2.367 

2 2.5  0.5732 0.6742 0.6993 

3 1  8 9 9 

4 0.5  2.4 2.7201 3 

 الىتائح: .10

 الى النتائج الآتية: توصمت الورقة البحثية مف خلاؿ المحاكاة
تعطى نتائج أفضؿ مف حيث جوده  REBMIXاف المعممات المستخرجة باستخداـ خوارزمية  -1

 LLالملاءمة ، ويتضح ذلؾ مف خلاؿ الزيادة الممحوظة فى قيمة كؿ مف لوغاريتـ الامكاف 
 .BICومعيار المعمومات البيزى 
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ومعيار المعمومات البيزى  LLبزيادة أحجاـ العينات تزداد معيا قيـ كؿ مف لوغاريتـ الامكاف  -2
BIC  وكذلؾ يظير التفاوت الشديد بيف خوارزميةREBMIX  وخوارزميةEM  حيث نلاحظ

 زيادة كبيرة فى قيمتى معيارى المقارنة.
 .BICومعيار  LL أيضا ، بزيادة عدد المكونات تزداد قيـ كؿ مف لوغاريتـ الامكاف -3
تزداد دقة التقدير كمما كانت أوزاف الخميط متساوية أو متقاربة والعكس صحيح ، فكمما تفاوتت  -4

 .BICو  LLأوزاف الخميط كمما انخفضت معيا دقة التقدير يتضح ذلؾ مف خلاؿ كؿ مف قيـ 
خوارزمية  يلاحظ أف التقدير باستخداـ R i386 4.0.3مف خلاؿ التنفيذ باستخداـ حزـ برنامج  -5

REBMIX  يعطى نتائج اسرع مف استخداـ خوارزميةEM. 
عند استخداـ اوزاف متقاربة أو متساوية فإف التقديرات تكوف أقرب الى المعممة الحقيقية مف  -6

 .REBMIXو  EMاستخداـ اوزاف متفاوتو وذلؾ لكؿ مف خوارزميتى 
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